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Lineare Elastizitätstheorie des anisotropen Cosserat-Kontinuums 
Von Siegfried Kessel 
Vorgelegt von H. Schaefer 
(Eingegangen am 12.5. 1964) 
Übersicht: Mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verrückungen wird das all<Temeine 
lineare Stoffgesetz für das Gosserat-Kontinuum angegeben. Die Zahl der Stoffko;stanten 
liegt zwischen 171 beim vollständig anisotropen und 6 bei einem elastisch isotropen, 
zentrosymmetrischen Material. Die Struktur der Elastizitätstensoren wird für einige 
Fälle elastischer Symmetrie berechnet. 
Summary: Using the principle o{ virtual displaeements, the linear collstitutil'e equatiol18 
tor an €lastie Cosserat-continuum are derived. The number ot €lastie COl/stants is found to be 
in the range between 171 in the total anisotropie case and 6 for an elastic isotropie centro-
sym metrical material. For some cases 0/ elastie symmetrie the structnres 0/ the tensors 0/ 
ehst-ic constants are calculated. 
1. Einleitung 
Das Kontinuumsmodell, das der klassischen Elastizitätstheorie zugrunde 
liegt - es ordnet den Punlden des Kontinuums ein Feld von Verschiebungs-
vektoren zu - ist nicht das allein denkbare. Eine Verallgemeinerung ent-
wickelten in [1] E. und F. Cosserat, indem sie jedem Punkte ein starres Dreibein 
zuordneten und sowohl die Verschiebungen der Punkte als auch die Drehungen 
der Dreibeine als Freiheitsgrade des Kontinuums betrachteten. In diesem 
allgemeinen Modell, das den materiellen Punkten die kinematischen Eigen-
schaften von starren Körpern aufprägt, ist das der klassischen Elastizitäts-
theorie als Spezialfall enthalten: die Erweiterung des kinematischen )Iodells 
führt jedoch zur Definition von Deformationen, die die klassische Elastizitäts-
theorie nicht kennt. In einem Cosseratschen l\oIaterial sind die Deformationen 
die physikalische Ursache für Spannungen, clie sich durch einen nieht-
symmetrischen Spannungstensor und einen ebenfalls niehtsymmetrischen 
1Iomentenspannungstensor beschreiben lassen. Die Zuordnung von Defor-
mationen und Spannungen sowie die Gleichge~irhtsbe(lingungen folgen aus 
dem Prinzip der virtuellen Verrückungen in Verbindung mit dem Lagrange-
sehen Befreiungsprinzip [2]. \Veil das Boltzmannsche Axiom von der Gleichheit 
der Schubspannungen nicht mehr gilt, ist die ~Iechanik in einem C08,serat-
Kontinuum vom Nicht-Boltzmannschen Typ [2]. Die CO~8erafsche Theorie des 
orientierten Mediums wurde 1958 von Ericksen und Tnl€8dell bei der Cnter-
suchung endlicher Verformungen von Balken und S<'halen verwendet [3]: tlen 
g('raden Balken mit Schubverformung, als Beispiel für ein einpummctriges 
Cos,gerat-Kontmuum, diskutiert Günther in einer ~-\rbeit [4J. die unter Be-
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schränkung auf infinitesimale Deformationen der Cosseratschen Theorie eine 
moderne Darstellung im Tensorkalkül gibt. 
Das dort aufgestellte vollständige System der kinematischen und statischen 
Gleichungen soll in der vorliegenden Arbeit durch die Einführung von physi-
kalisch möglichen Stoffgesetzen in anisotropen und isotropen, elastischen 
:Medien zu einer Elastizitätstheorie des Cosserat-Kontinuums ergänzt werden. 
Eine Elastizitätstheorie des zweidimensionalen, ebenen Cosserat-Kontinuums 
wurde von H. Sehae/er in [5] entwickelt. An einfachen Beispielen wird dort 
gezeigt, in welcher Weise die Ergebnisse der klassischen Elastizitätstheorie 
durch die allgemeinere Theorie abgeändert werden: enter gewissen Voraus-
setzungen beschränkt sich der Einfluß im wesentlichen auf das Randgebiet 
eines Körpers, und die Dicke dieser "Grenzschicht" wird durch eine der 
Elastizitätskonstanten bestimmt. 
Eine Erweiterung der klassischen Elastizitätstheorie, welche zwar die Statik 
des Cosserat-Kontinuums benutzt, also unsymmetrische Kraftspannungs- und 
Momentenspannungstensoren und die entsprechenden Gleichgewichtsbedingun-
gen, in der Kinematik aber die Drehfreiheitsgrade des Kontinuums nicht 
berücksichtigt, wurde von Toupin [6], 111indlin und Tiersten [7], Koiter [8] 
und anderen Autoren [9], [10] behandelt; die Drehungen der materiellen 
"Punkte" des Kontinuums sind in dieser Theorie durch die Rotation des 
Verschiebungsfeldes gegeben; als neu hinzukommende Deformationsvariablen 
dienen die zweiten Gradienten des Verschiebungsfeldes. Das Stoffgesetz eines 
isotropen :\lediums kommt in diesem Fall mit 4 elastischen Konstanten aus; 
in den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit ist es als Spezialfall enthalten. 
Von einigen der genannten Autoren ist mit dieser eingeschränkten Gosserat-
schen Theorie u. a. das Problem der starken Spannungsgefälle in elastischen 
Körpern und die Ausbreitung von elastischen \Vellen behandelt worden. 
2. Absolute und relative Tensoren 
Das Kontinuum sei in einen euklidischen Raum eingebettet. Der Orientierung 
dient ein raumfestes xl, x2 , x3-Koordinatensystem mit den kovarianten :Maß-
vektoren gl und dem kovarianten J\Iaßtensor gik = g •. gk. Den kontra-
varianten J\Iaßtensor gik erhalten wir aus seiner Definitionsgleichung: 
gik gkl = b~ (Summenkonvention) . 
Ein relativer Tensor (p -!.. q)-ter Stufe vom Ge'wicht (n), mit p kontravarianten 
und q kovarianten Indizes, transformiert sich bei einer Koordinatentransfor-
mation :r~ = xi (xl, x2 , x3) nach dem Gesetz [11]: 
(1) 
Dabei ist 
J = det--( 
O;1;i ') 
. o~ 
(2) 
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die Jacobische Determinante der Koordinatentransformation. Für absolute 
:re~soren ist n = o. Mit Hilfe der Maßtensoren gi/c und gik können Tensor-
mdizes gesenkt und gehoben werden, olme daß sich dabei das Gewicht (n) 
der Tensoren ändert. 
Mit Hilfe des Permutationssymbols : 
1 
+ 1 für ikl = 123,231, 312; 
Eile! = - 1 für ikl = 132,213,321; 
o für alle übrigen Kombinationen, 
läßt sich (2) schreiben: 
oder auch: 
axi ox" aa! 
J=Eikl -a 1 -0 2 ~ x- x- ux-
oxi oxk oa! 
Eikl J = Eile! ox!.. o~ oa!_· 
Wir dividieren diese Gleichung durch J und erhalten 
oxi oxk ox1 
Eile! = J-l ~ --:lT :;--y- Eikl . 
va:!. vx- uX_ 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
Demnach ist Eile! ein relativer kovarianter Tensor 3. Stufe vom Gewicht (- 1), 
und wir schreiben deshalb: 
(-1) 
Eilel == Eilel . (7) 
Mit dem Permutationssymbol Eile!, dessen Komponenten wie in (3) definiert 
sind, läßt sich eine Gleichung angeben: 
. ox!.. ox~ ox~ 
Eikl J-l - E'/cl -- -- --
- - oxi axt a-:d' (8) 
die (5) entspricht. Multiplikation mit J führt zu: 
ikl _ J oxi o~ o x.! ikl 
E- - axi oxk oa! E (9) 
und zeigt, daß E ikl ein relativer kontravarianter Tensor 3. Stufe vom Gewicht 
(+ 1) ist: 
(10) 
Die Determinante g = det (gik) des kovarianten ~Iaßtensors kann mit Hilfe 
der relativen E-Tensoren geschrieben werden: 
(11) 
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Somit ist g ein relativer Skalar (Tensor nullter Stufe) vom Gewicht (+ 2), und 
das Transformationsgesetz lautet: 
(+2) (-'-2) 
g (xi) = J2 g (xi) . (12) 
Dieses Gesetz läßt sich auch unmittelbar aus dem Transformationsgesetz des 
2\faßtensors 
herleiten. Es ist: 
( 0 Xi 0 x
k
" ( 0 xi ') ( 0 xk ) 
det (g~) = det . oxi ox~ gik) = det ,oxi. det ox"- det (gik) , 
d. h. 
g (xi) = J2 g (xi) . 
_ 1 
Nach (12) ist lfg ein relativer Skalar vom Gewicht (+ 1) und;= 
~ g 
Skalar vom Gewicht (- 1): 
(-1) 
( -1) 1 (1 '. 
Vg ~ Olg); 19 ~ \ l'g ) . 
ein relativer 
(13) 
Durch 2\Iultiplikation eines Tensors mit Potenzen dieser beiden relativen 
Skalare, läßt sich das Ge1\icht eines Tensors ändern. So wird zum Beispiel 
. 1 
aus dem Tensor E,kl durch 2\Iultiplikation mit -;=- der absolute kontra variante 
l'g 
e-Tensor: 
(-1) 
eik1 = 
, 1 (~1) C'g) E'kl; 
entsprechend erhalten wir den absoluten kovarianten e-Tensor: 
(-1) (-1) 
eikl = O!g) Eikl . 
3. Kinematik und Statik des Cosseratschen Kontinuums 
(14) 
(15) 
Der un\-erformte Ausgangszustand des als homogen vorausgesetzten C088erat-
schen-Kontinuums sei gekennzeichnet durch die zueinander parallele Lage der 
mit den Punkten des Kontinuums verbundenen lokalen starren Dreibeine. 
Verschiebungen und Drehungen sollen "ich auf diesen Ausgangszustand 
beziehen. 
Das Verschiebungwektorfeld u = u (.(;1, x3, :c3) sei eindeutig, stetig und 
mindestens zweimal stetig (lifferenzierbar in einem einfach zusammenhängen-
den Bereich V des Raumes mit "tückwei:::e j.!;latter Oberfläche F. Die Ver-
schiebungsgradienten seien "0 klein. daß wir t;ns auf eine geometrisch lineare 
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Theorie beschränken dürfen. Die Darstellung des Verschiebungsvektorfeldes 
im raumfesten Bezugssystem lautet: 
u = ui 9i. (16) 
Die kontra variante Maßzahl u i kann mit Hilfe des kovarianten Maß tensors in 
die kovariante Maßzahl umgerechnet werden: 
(17) 
Die als infinitesimal vorausgesetzten Drehungen der lokalen Dreibeine lassen 
sich durch ein Feld absoluter, antisYlilmetrischer Tensoren 2. Stufe beschreiben: 
(18) 
Diesem Tensorfeld ist ein Feld relativer "Dreh,~ektoren" vom Gewicht (+ 1) 
("axialer Vektoren") zugeordnet: 
(-1) 1 (~l) 
cfJi = "2 Eikl Dlel , (19) 
für die etwa bei der Transformation xi.. = - ;r1 mit J = - 1, das Trans-
formationsgesetz : 
(-1) (-1) (-1) 
cfJi = (- 1) (- bk) cfJle = + <pi 
gilt, während sich in diesem Fan ein absoluter (,.polarer") \T ektor gemäß 
vi= (- b~) rK = - t·i 
transformiert. 
Der Unterschied zwischen axialen (relativen) Vektoren und polaren (absoluten) 
Vektoren entfällt bei Beschränkuno- auf Koordinatentramfofmatiollt'll mit 
J=-"-l '" I • 
(~1) (-1) 
Das Drehvektorfeld cfJi = cfJi (xl, x2, .1'3) sei ebt'nfalls in einem abge~chlossenen 
Bereich des Raumes eindeutig, stetig und mindestens zweimal stetig dif-
ferenzierbar. 
Den Deformatiollszustand des Cosseratschen Kontinuullls beschreiben wir 
durch insgesamt 18 Größen [4]: 
6 Verschiebungsdeformationen : 
1 . ) 
clik) =VUUIe) = 2" (Vi ll le7V/cIl; , 
die \\ie in der klassischen linearen Elastizitätstheorie definiert sind; 
3 \T erdrehungsdeformationen: 
(·1) (-1) 1 (-1) 
tri = cfJi - - Eik! VI( Ul . 
'f" 2 
1)01 
(21) 
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welche die Relativdrehung der lokalen, starren Dreibeine gegenüber der 
1 (-~) . . . 
"mittleren Drehung" 2" E'kl V k Ul angeben, die illl Verschiebungsfeld enthalten 
ist,und 
9 Krüllilllungsdeformationen: 
(+1) (-'-1) 
Ui~ = Vi tP~. (22) 
V i bedeutet die kovariante Ableitung in bezug auf die durch die gik gegebene 
Maßbestilllllung; es ist also: 
Vi Uk = eh Uk - r ikl Ul , 
Da die gik und auch Vg kovariant konstant sind, wird das Gewicht eines Tensors 
durch die kovariante Differentiation nicht geändert. 
In kartesischen Koordinaten entfällt der Unterschied zwischen kovarianten 
und kontra varianten Indizes, und es wird: 
C(ik) = 0(; Uk) , (20') 
( -'-1) (L 1) 1 (+- 1) 
f/Ji = tP; - 2" Elkl Ok Uz , (21') 
(-'-1) (-1) 
Y.ik = 0; tPk . (22') 
Einer starren Bewegung des Kontinuums entsprechen die Vektorfelder: 
u = Uo + ?Jo X t", 
(23) 
mit konstanten Vektoren Uo und ?Jo. In kartesischen Koordinaten lautet (23): 
(-1) (+1) 
Ui = UOi + Elkl tPOk Xl , 
(-1) (C-1) 
tP; = tPOi; 
Xe sind die kartesischen Komponenten des Ortsvektors t". 
Es ist: 
(-1) (LI) (-1) ('-1) 
0; Uk = Eklm tPOl Olm = Elkl tPOl • 
Daraus folgt: 
(24) 
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(-'-1) (-L 1) 
Da fPt = fPot = konstant ist, wird auch: 
(+1) 
'Xik = o. 
(+1) 
Für CPi erhalten wir: 
(+1) (+1) 1(+1) (-1) (+1) 
CPi = fPot - 2" Eikl Eklm fPom , 
(+1) (.!-1) 1 (+1) 
CPi = fPOi - 2" . 2 (jim f!>om = 0 . 
Für eine starre Bewegung (23) ist somit 
(+1) (+1) 
B(ile) = 0, cpi = 0 , x/< = 0 . (25) 
(+1) (+1) 
Den kinematischen Größen B(ile), cpi und xl lassen sich nun über das Prinzip 
der virtuellen Verrückungen und das Lagrangesche Befreiungsprinzip [2J 
statische Größen zuordnen: Kraftspannungen und Momentenspannungen. 
Ein Körper vom Volumen V sei im Inneren belastet durch Volumenkräfte X' 
(-1) 
und Volumenmomente Yi , auf der Oberfläche F durch Kraftspannungen pi 
(-1) 
und Momentenspannungen qi. Diese Belastung hält sich am starren Körper, 
das Gleichgewicht, wenn die virtuelle Arbeit aller Kräfte und Momente ver-
schwindet: 
r rr [ (-1) (+1)] (JA = J 1) Xi (J Ui + Y i (JfPi d V + 
(V) 
\ r [ <-1)(+1)] + d pi (JUi + qi (j(/Ji dF = O. 
(F) 
d V ist definiert als absolutes Volumenelement [11]: 
(+1) (-1) 
dv=(Vg)dT. 
(26) 
(27) 
In kartesischen Koordinaten ist dT = dX1 • dX2 • dX3; in einem xi-System 
.. ird: 
dr: (xi) = J-l d. (xi). (28) 
Also ist dr: ein relativer Skalar vom Gewicht (- 1) nnd d V ein absoluter 
Skalar. Ebenso ist dF ein absolutes Flächenelement, und da die Integranden 
absolute Skalare sind, ist auch (JA ein absoluter Skalar. 
Die in (26) verwendeten virtuellen Verschiebungsvektorfelder b Ui und virtu-
(+1) 
ellen Drehvektorfelder b f!>i sind nicht beliebig. Sie müssen df>n Neben-
bedingungen: 
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b B(ik) = V (i [b1(k)] = 0, 
(-i-l) (-i-1) 1 (-i-l) 
b q;i = b f/>i - 2" Eikl Vk [bUl] = 0, 
(29) 
6:~~ = Vi [b(~\?l = 0, 
den Starrheitsbedingungen, genügen. 'Vir multiplizieren diese Nebenbedingun-
(-1) 
gen mit Lagrangeschen Faktoren: (29h mit aUk) , (29)2 mit 20i, (29)3 mit 
( -1) 
,u ~ k und nehmen sie in die Variationsformel (26) auf. Die virtuellen Lage-
änderungen werden dadurch freie Variationen des Verschiebungs- und des 
Drehfeldes. "'ir erhalten: 
(-1) / (-1) 1 (-1) (-1) [( I)]} 
-20i (bf/>'-2"E'kIVdbuIJ) -fl~kVi bf/>k dV+ 
, , (-1) (--1), 
--;-- J ) (pi b Ui .i... qi b f/>i I cl F = 0, 
(n 
"'ir führen noch den absoluten antisymmetrischen Tensor 
. 1'. .\ (+1) (-1) 
o[,kJ == 2" (a'k - Ohl = - E ilel 01 
ein und erhalten nach partieller Integration: 
\ \ \ LX' -ViO(ik) + ViO[ikJHukclV + 
'(vj 
- \ \ [pI: - 11; (Ollk) - o[ikJ)] b Uk dF + 
iil 
__ i; (-1) (-1) 1 (-1) 
.,' !Jk - nl ,H~ k :b f/>k elF = 0: 
IF) 
(30) 
(31) 
(32) 
lIi i~t dit· l,:')\-ariante :'.Iaßz'lhl des äußeren Xormaleneinheitsvektors n eines 
Fliidwnelmlellte..; dF der Oberfläche F. (32) liefert die Feldgleichungen: 
in V; (33) 
i-- II I 11 ( - 1) 
't,l/k- 2 0",=- Yk • 
und dü' Randformp!n: 
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(-1) (-1) 
n; p/ k = qk, 
dabei ist: a,k = a(ik) + a[ik] . 
auf F; 
9 
(34) 
(-1) (-1) 
Die Lagrangesehen Faktoren a(ik) , at und fl~ k lassen sich deuten als Reak-
(-1) 
tionen auf die geometrischen Starrheitsbedingungen: 
(-1) C(ik) = 0, rp! = 0 , 
Xi~ = O. 
Nach dem Lagrangeschen Befreiungsprinzip werden die Reaktionen zu ein-
geprägten inneren Kraftgrößen, wenn die Starrheitsbedingungen aufgegeben, 
also Deformationen des Kontinuums zugelassen werden. 
(-1) 
~ie physikalische Bedeutung der aik und fl~ k folgt aus den Randformeln (34): 
(J.k ist der im Gegensatz zur klassischen Elastizitätstheorie nicht mehr sym-
(-1) 
metrische Tensor der Kraftspannungen und fl~ k der Tensor der ::\Iomenten-
spannungen. Sie genügen den Gleichgewichtsbedingungen im C08serat-
Kontinuum (33), die ebenso wie die Spannungen durch die Kinematik fest-
gelegt sind. 
Um zu dem Stoffgesetz zu gelangen, das die 18 Deformationen mit den 
18 Spannungen verknüpft, lassen wir uns vom Prinzip der virtuellen Yer-
rückungen leiten. 
4. Das lineare Stoffgesetz des Cosserat-Kontinuums 
Ein Körper aus elastischem C08seratschem Material sei unter der Ein"irkung 
eines Gleichgewichtssystems äußerer Kräfte und Momente infinite:5imal ver-
formt. Bei einer virtuellen Lageänderung leisten die äußeren Kräfte und 
Momente die virtuelle Arbeit: 
~ .- (-1) (-'-1) 
b A a = 1 J )[ XkO Uk + Y k b €J>k] d V + 
(v) 
• • (-1) (-1) 
+ ~ ~ [pk (; Uk + q" (; IPk] dF . (35) 
(P) 
Mit den Gleichgewichtsbedingungen (33) können wir die Yolumenkräfte und 
Volumenmomente eliminieren und erhalten nach der üblichen rmformung: 
.-,. (-1) (-1) 
b A a = \ \ \ [a(;k) (; t(ik) T ,u(ik) (; X(ik) , 
"(h 
(-1) <+1) 
+ 2 aj (; rp' T 2 !li 0 Xi] d r . 
wobei wir die Randformeln (34) benutzt haben. 
In (36) wurden eingeführt: 
(-1) (~1) (-1) (-1) (-1l (+1) (-1) (-~). 
. ~ l.; ~ . k ~ (.k) I " ". k· 
,u: " u)(/ = ,uik U X' = ,u(;,,) U % T Pii k] U %, • 
und 
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1 (+1) (-1) 
/-li = - Eikl /-l[7d] 2 
1 (-1) (+1) 
o %i = -Eilel <5 x[lel]. 
2 
(38) 
Bei einer adiabatischen Zustandsänderung ist nach dem 1. Haupsatz der 
Thermodynamik die Änderung der inneren Energie U eines physikalischen 
Systems gleich der an dem System von außen geleisteten Arbeit: 
o U = oA a . 
Ist U die innere Energie pro Volumeneinheit, so folgt aus (36): 
(-1) (+1) (-1) (-1) 
o U = a(ik) 0 B(ile) + /-l(ile) 0 x«(k) + 2 ai 0 rpi + 2 f-li 0 Xj • 
Der absolute Skalar U ist eine Funktion aller Deformationsvariablen: 
(+1) (+1) 
U = U (B(ik) , x(ilel, rpi, xt} , 
und damit nach (40): 
. oU (-1) oU 
a(·k) - -- H(ile) - --
- 0 ' r - (+1)' 
B(ik) Ox(ik) 
(-1) oU 
2 ai = (+1) , 
Orpi 
(39) 
(40) 
(41) 
(42) 
Bei einer isothermen Zustandsänderung ist U durch ts', die freie Energie pro 
Volumeneinheit, zu ersetzen. 
Für ein lineares Stoffgesetz ist U eine homogene Funktion 2. Grades in den 
18 Deformationsvariablen : 
(-2) (-;-1) (-'-1) 
U = E (ile) (lm) B(ile) B(/m) + E(ile) (Im) %(ik) x(lm) + 
1 2 
(-1) (+1) (-1) (+1) 
+ E(ik)(lm) B(ile) x(/m) + E(ile)l B(ile) rpl + 
3 4 
(-2) (+1) (H) 
+ E(ile)l ,,(ile) rpl + E(ik)l B(ile) 'XI + (43) 
5 6 
(-1) (+1) (-2) (-'-1) (-'-I) 
+ E(ile)1 ,,(ile) Xl + Eale) Cfi rp'< + 
7 8 
(-1) (+1) 
+ E(ik) Xi %le + EI. le Cf! "le. 
9 10 
Die 10 Elastizitätstensoren enthalten insgesamt maximal (21 + 21 + 36 + 
18 + 18 + 18 + 18 + 6 -i-- 6 + 9) = 171 Materialkonstanten. Wie in der 
klassischen Elastizitätstheorie - ihr entspricht das erste Glied in (43) -
vermindert sich diese Zahl, wenn das ~Iaterial nicht vollständig anisotrop ist. 
Bei der Cntersl1chung des Einflusses von )Iaterialsymmetrien auf die Elastizi-
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tätstensoren beschränken wir uns auf ihre Darstellung in kartesischen Koor-
dinaten. Ist das Material invariant gegenüber einer Symmetrietransformation 
xi -->- x!., dann müssen die Elastizitätstensoren bei dieser Transformation in 
sich übergehen: 
(n) ox~ ox~ (n) (n) 
E ik = (J)n --'" EI = Ei" _ ... axl oxm m... .. .... (44) 
Bei allen Symmetrietransformationen ist J = ±1, denn es handelt sich ent-
weder um Drehungen (J = + 1) oder um Drehspiegelungen (J = - 1). 
Die den Elastizitätstensoren auferlegte Bedingung (44) schränkt die Zahl der 
voneinander unabhängigen Materialkonstanten z. T. erheblich ein. So ergibt 
sich bei Spiegelsymmetrie bzgl. der xl, x2-Ebene, also Invarianz gegenüber der 
Transformation: 
x.1 = Xl , ~ = x 2 , # = _ x 3 , (45) 
ein Stoffgesetz mit 90 Konstanten. Es ist nämlich für diese Transformation 
oxl. 
oxl =1, 
undJ = -1. 
ox~ ox~ 1 0 i-L-k iJxa=- 'iJxk=;-r-
Für den Tensor E folgt z. B. aus (44) in Verbindung mit (46): 
1 
E (ik) (lm) = (- 1)8 E «k)(lm) , 
1- - 1 
(46) 
wobei 8 angibt, wie oft der Index ,,3" in (ik) (lm) vorkommt. Da aber für alle 
Indizes gelten muß: 
E(ik) (Im) = E(ik) (Im) , 
1- - 1 
sind alle Tensorkomponenten Null, die den Index ,,3" einmal oder dreimal 
enthalten; die Zahl der voneinander unabhängigen Tensorkomponenten ist 
nicht mehr 21, sondern nur noch 13. 
Für den Tensor E erhalten wir dasselbe Ergebnis. 
2 
Beim Tensor E wird: 
(-1) (-1) 
E(ik)(lm) = (- 1)8+1 E(ik)(lm) 
3- - 3 
3 
Delllllach sind alle Tensorkomponenten Null, die den Index ,,3" viermal, 
zweimal oder gar nicht enthalten: es bleiben 16 Tensorkomponenten übrig, 
d. h. 16 Materialkonstanten. 
In der Tabelle 1 Zeile 3 sind die Ergebnisse für alle Tensoren E, ... E zu-
, 1 W 
sammengestellt. 
Bei Orthotropie [14], also Invarianz gegenüber den Transformationen: 
xl. = xl, x~ = xZ, x~ = - XI, 
xl = - xl, r = xZ, x~ = xa, 
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I 
enthält das Stoffgesetz 50 Konstanten; bei transversaler Isotropie, d. h. bei 
Invarianz gegenüber den Transformationen: 
co;; x xl -:- sin .x x2 , 
x:;, = - sin .x Xl + cos .x x 2 , xl!. = x3;0 :s:; (X :s:; 2:t 
insgesamt nur noch 16 -Materialkonstanten. 
(47) 
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Wir geben noch ein Beispiel: 
Für die Transformation (47)1 wird 
eh.!:. O.1:~ o.r"- O.l·!.. 
-=1.--1 - 1 -0 i='=k o ;c l ~ ox2 - • 0.r3 - - • a.rk - , 
undJ=-1. 
Die Formel (44) auf den Tensor E ange\vendet ergibt: 
4 
(-1) (-1) 
E(ik)l = (- 1)"'·1 E(ik){. 
4 -- 4 
(48) 
Demnach sind alle Tensorkomponenten Sull, außer denen mit den Index-
kombinationen : 
(11)3, (22)3, (33)3, (12)3, (13)1, (23)1, (13)2 und (23)2. (49) 
(Das ist der Tensor E bei Invarianz gegenüber der Transformation (46); 
4 
Tabelle 1, Zeile 3). 
Für die Transformation (47)2 wird: 
ox1. ox~ ax" 
-=-1.-=1. ox1 ox2 ~ ox3 (.'50) 
mit J = - 1. 
und 
(-1) (-1) 
E(ik) [ = (-1)'-IE(i!,;)l 
4 -- 4 
wobei t angibt, wie oft der Index .,1 ,. unter den Tensorindizes (i klz vor-
kommt. Es sind also von den Tensorkomponenten (49) alle Sull, in denen der 
Index ,,1" zweimal oder gar nicht vorkommt: von Xull verschieden sind nur 
die Tensorkomponenten : 
(-I) (-1) (-I) 
E(l2)3 , E(13)~ , E(23)l . 
4 4 4 
(Das ü;t der Tensor E bei Orthotropie; Tabelle 1. Zeile 4). 
4 
Für die Transformation (47)a wird: 
mit J = -+- 1 . 
ihl ox~ 
-=-=cos~ 0.r1 o.r:!. 
o.r~ . 
--=,qn~ 
o.r1 
~ .i a." 1 OL = .t~ = O. 
'0.1'3 a.r' !. t 3. 
(51) 
(52) 
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Jetzt braucht die Formel (44) nur noch auf die drei Tensorkomponenten (51) 
angewendet zu werden, wobei sich ergibt: 
(-1) (-1) 
Eh 2)3 = (cos2 cx - sin2 :x) E(l2)3 . 
4 -- - 4 
(-1) (-1) (-1) 
E(l 3)2 = cos2 :,\ E(l3)2 - sin2 '\ E(23)1 , (5:3) 
4 -- - 4 4 
(-1) ( 1) (-1) 
E(23)1 = - sin2 '\ E(13)2 -;- co:s2 _'\ E(23)1 . 
4 -- - 4 4 
Aus diesen Gleichungen folgt: 
(-1) (-1) (-1) 
E(12)3 = 0, E(13)2 = - E(23)1: (ii4) 
4 4 4 
der Tensor E enthält also nur noch eine Materialkonstante (Tabelle 1. Zeile 5). 
4 
Xehmen wir zu den Symmetrietransformationen (47) noch hinzu beliebige 
Drehungen um die xrAchse und um die x2-Achse, so erhalten wir den Sonder-
fall höchster Symmetrie: Isotropie mit Symmetriezentrum. Das Stoffgesetz 
enthält dann nur noch 6.Materialkonstanten (Tabelle 1, Zeile 6). 
Eine zweite Tabelle enthält die 10 Elastizitätstensoren für das tetragonale 
Kristallsystem mit den 7 Kristallklassen C4 . C-l v • C4h , 8 4 • D 4 , D 2d und D4h 
[12]. [13]. Die Kristallklasse 8 4 z. B. erlaubt die Symmetrietransformationen : 
8 4 : XL = x2 , ;r~ = - .1'1, x" = - ,r3, (.1 = -- 1); 
('2: .rl = .r2, ;r~ = - :i,I. ;r3- = .1'3, (.1 = -;- 1): 
8 4 : Xl = - ,;-2, .r~ = ;r1, ;r± = - ".3, (.1 = - 1). 
In den Tabellen 1 und 2 benutzen WIr die von ~V y ~ in [13] eingeführten 
Bezeichnungen: 
..... Die Tensorkomponente ist '*' 0, 
die Tensorkomponente ist = 0, 
... -... die beiden Tensorkomponenten sind einander gleich. 
".-C·· die beiden Tensorkomponenten unterscheiden sich durch das '-orzeichen, 
,,0" die Tensorkomponente ist gleich 1/2 (EU.ll - E n .2,!). 
Die Anonlnung der Tensorkomponenten bei den Tensoren 4. Stufe ist nach 
dem folgpnden Schema yorgpnommen worden: 
a) 1. Indexpaar 
11 22 33 23 31 12 b} 2. Indexpaar 
a) Zeile 
2 :l 4 ;) 6 h) :->palte 
Für die Tensoren :3_ Stufe ist nur der Teil a) dieser Tabelle zu benutzen, die 
Spalten gehären zum a. Index. Die Tensoren 2. Stufe sind nach dem üblichen 
:\Iatrizenschpma angeordnet. 
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Bei den Darstellungen der Tensoren E. E, E und E ist die Symmetrie zur 
1 ::? 8 9 
Hauptdiagonalen zu beachten. 
Die speziell in kartesischen Koordinaten berechneten Elastizitätstensoren in 
den beiden Tabellen lassen sich mit der Transformationsformel (1) in jedes 
andere Koordinatensystem umrechnen. 
Für die weiteren Rechnungen ist eine Unterscheidung z""ischen absoluten und 
relativen Tensoren nicht mehr erforderlich. 'Wenn wir uns auf Koordinaten-
transformationen beschränken, deren .!akobische Determinante positiv ist, 
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unterscheiden sich relative und absolute Tensoren in verschiedenen Koordi-
natensystemen nur durch einen u~wesentlich~n .Fak.tor ~!~m. ~~le Gleichu~gen 
bleiben gültig, wenn wir durch geeIgnete MultIplikatIon mIt Vg Jeden relatIven 
Tensor in einen absoluten Tensor nach der Formel 
(~1) (n) 
Ti··· k ... = [O'g)l~n Ti .. ,: ... 
,erwandeln. also z. B.: 
( -1) (-1) (~I) (·1) 
E(f~')l = 0 g) E~~l, rpi= O'g)~l rpi. 
4 4 
Die Gleichungen (42) und (43) lauten dann: 
oU 
ll(ik) = O%(ik) 
H = Elik) (Im) c(ik) c(lm) +- E(ik) (Im) .'k) x(lm) --t-
1 ~ 
T Eiik) (Im) E(ik) %(/IIt) + E(ik) I E'ik) 'fl + 
S 4 
--c- Erik)l %(i k) (fl + EI'k)1 E(lk) %/ +- E(ik/ %Iik) %/ +-
;) 6 7 
-- E lik ) 'fi (r k ";" Er ik) %i %k ..;.. Ei~ (r i %k. 
;" n 10 
(55) 
(5H) 
(Gi) 
.-\1" Beispiel geben wir das Stoffgesetz eines elastisch trans,ersalisotropen 
~[aterials in kartesischen Koordinaten an: 
all = Cl Ell - ('2 C22 -+- C3 E33, {J-ll = D l %ll + D2 %22 + D 3 "33 , 
a22 = C2 Cll - Cl c22 --;- C3 c33 ,{J-22 = D 2 %ll T D I %22 + D 3 "33 • 
a33 = ('3 cll --;- C3 c22 --1- C~ c33 ,{J-33 = D3 "11 --t- D3 %22 + D 4 %33 , 
f)(231 = C.,E(23) - ('tl 'lI . 
al3li = ('5 Er31) - ('6 'fZ . 
:? f)1 = ('6 E(23) ~ (', q I . 
:? f)'? == - ('6 E([3J --;- (', In . 
:? a3 == ('s '/3. 
/ ( 123) = D 5 %(23) --:- D 6 %1 , 
,U(31) = D5 %(31) - D s %2 , 
:2 ,UI = D 6 %(23) + D, %1 , 
:2 ,uz = - Ds %(13) --:-- D, %:'. , 
:2 ,U3 = Ds %3, 
(58) 
mit ([Pli 16 Ela"tizitätskon,,;tanten Cl .... D s. Diese,; Beispiel zeigt, daß bei 
tran':H'r,:a!pr Isotropip die Kraft,;pannungen nur von den Verschiebungs- und 
"prdrt'lnmg:,..(lefol'mationen ahhängen und die :\Iumentenspannungen nur von 
dPll Krümmungsdeformationen. Das ist nicht immer so: bei Orthotropie z. B. 
,:inr! dip Ten,HH'PIl E. E. E und E nicht identü;ch X ull (Tabelle 1, Zeile -1), und 
;j .-, fi 10 
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die Kraftspannungen sind z. T. auch Funktionen der Krümmungsdeforma-
tionen. Das isotrope, zentrosymmetrische Material hat mit nur 6 Stoff-
konstanten das einfachste Stoffgesetz. Wir können es in kartesischen Koordi-
naten aus (58) entnehmen, wenn wir 
,;etzen. 
C-1 = Cl, C3 = C2 , C5 = ~ (Cl - C2 ), C6 = 0, Cs = C7 
1 
D4 = Dl , D3 = D2 , D5 = 2" (Dl - D2 ) , D6 = 0, Ds = D, 
(59) 
Dieses Stoffgesetz läßt sich auch unmittelbar herleiten. Wir unterscheiden 
vorübergehend wieder zwischen absoluten und relativen Tensoren und wählen 
U als Funktion der 1. und 2. absoluten bzw. relativen Invarianten der Defor-
mationstensorfelder: 
(+1) 
gik E(ile), gikg'-m E(il) E(km), gileXik , 
(-1) ('d) (-1)(-·1) 
gik glm X(iI) X(klll), gik q/ Cfk, gi k Xi Xk , 
( -1) (-1) 
E (ik) X(; k) , rpi Xi . 
Die homogene Funktion 2. Grades in den Deformationsvariablen 
(-2) (-1) (-1) 
H = A gik glill e(ile) e(lm) + A gik glm XUk) x(ln') -+-
1 2 
(-2) (-1) (-1) 
+ A gik glm e(il) E(km) TA gik glm x(iI) x(k,n) T 
3 4 
(-2) (-1)(-1) (-1) (-1) 
+ A gik q:i (l + A gik xi %/c -+- A gik film e(;k) x(lm) ...,.. 
5 6 I' 
(-1) (-1) (-l) (-1) 
+ A E(ik) X Uk) + A %i q:i 
8 9 
(60) 
(61) 
(n) 
enthält zunächst 9 Stoffkonstanten A. 'Vir untersuchen wieder - in einem 
i 
kartesischen Koordinatensystem - den Einfluß der elastischen Symmetrie 
auf diese Materialkonstanten. Bei der Transformation .r'- = - x' (J = - 1) 
(n) 
dürfen sich die Ai, die sich gemäß 
(n) (11) 
A = (J)A 
i i 
transformieren, nicht ändern. Das führt zu dem Ergebnis: 
(-1) (-1) (-11 
.4=A=A=O. 
(62) 
(133) 
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Xach dieser Zwischenrechnung beschränken wir uns wieder auf Transforma-
tionen mit positiver Jacobischer Determinante und gehen endgültig zu abso-
luten Tensoren über. Aus (61) und (56) folgt dann das lineare Stoffgesetz des 
elastisch isotropen, zentrosymmetrischen Materials: 
}lit 
(j(ik) = 2 A gik glm E(lm) + 2 A gil glem E(lm) , 
1 3 
P(ik) = 2 A gik glm x(lI1') + 2 Aga gkm X(llll) , 
2 4 
2 (ji = 2 A (f/k rrk , 
5 
2 Pi = 2 A gik Xk . 
6 
-t - C __ v __ 
\-'1_2'1" A =G 
(G = GleitmoduL v = Querkontraktionszahl) 
ist (64h das Hookesche Gesetz der klassischen Elastizitätstheorie. 
Für A. A. A und A führen wir ein: 
A = G L2 C3, A = G L2, 
A = G Cl, A = G L2 ('2 
5 ß 
(64) 
(65) 
(66) 
mit der }Iaterialkonstanten Lyon der Dimension einer Länge und den drei 
dimensionslosen :Nlaterialkonstanten Cl, ('2 und C3. Da die elastische Energie-
dichte po"itiy definit ist, siml diese Konstanten positiv. 
Wir setzen (65) und (66) in (64) ein und erhalten: 
i \ 
(j(,"k, = ~ G (lJiZ gkm --+- __ '1'_ gik glm)' c 
. . 1-21" c(lm) 
,((U") = ~ Ci L2 (gU!]"m -;- C3 (filc glm) X(l,II) . 
Vi = Ci Cl gik (r/.; , 
.ui = G L2 1.'2 gik %k: 
mit der rmkehrung: 
1 . l' 
<,al = _. ('.1/1 IJ"I/ - --- g'/r gl . ) v(/m) 2(;', ,.! l __ v i 1fl • 
(67) 
(ö8) 
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Wegen~a[ikJ :: ei,.1 al und flli") = eikl fllla~sen8ich die Gleichungen (67h, (67)3 
und (6/h, (6/)4 zusammenfassen. Wenn WIr dabei die Definitionen der Defor-
mationstensoren berücksichtigen, ergibt sich: 
aik = Gr(1 + C21)' vi uk + (1 -~) v k u i +~~gik-::; n/-CI eikllPI] l . 2 1-2v' 
,U~'k = G U[(1 + (2) Vi rI>k + (1 - C2) Vk([Ji + 2C3bi, 'V'I([JI]. 
(69) 
Für den ebenen Deformationszustand gilt in kartesischen Koordinaten: 
111 = Ul (:rl , .i·2), Ilz = 112 (xl, x2); rI>a = lPa (xl, :1'2): 1(a = IPI = ([J2 = O. 
Aus (67) folgt dann das Stoffgesetz : 
a(if.,) = 2 G (C(ik) + 1 .::. 2 'V bik e): e = E(I!): i, k = 1,2 
a3 = G Cl Cf3 = G Cl r 1P3 - } (Ch 112 - jh ud 1 '
/113 = G L2 (1 + C2) Cl rI>a , 
,U2a = G L2 (1 + C2) 021P3 . 
(70) 
Der ebene Deformationszustand ist nur möglich, wenn die Flächen z = komt. 
mit den Kraft- und Momentenspannungen: 
/131 = G L2 (1 - C2) Cl ([Ja, 
1132 = G L2 (1 --'-- C2) 02 lPa 
(70a) 
belastet werden. Man kommt in diesem Spezialfall also mit 5 elastischen 
Konstanten aus. 
Das :?IIaterialgesetz (70) mit den -1 elastischen Konstanten 
G. 'V, 2 R = G Cl , D = G L2 (1 + (;2) (71) 
wurde in [5/ ron H. Sckaeler eingeführt und an einfachen Bei8pielen unter-
>'ucht. Wie dort gezeigt wurde, ist die Elastizitätskonstante Lein :.\Iaß für 
den Starrheitshereich der kleinsten Elemente des Cosserat-Kontinuums. Der 
Einfluß der neuen Stoffgesetze erstreckt sich auf eine.,Grenzschicht ... deren 
Dicke durch L bestimmt ist, wenn der elastische Körper nicht durch Yolumen-
lIlOlIlente belastet ist und auf seiner Oberfläche die Randbedingungen der 
erweiterten Theorie erfüllt werden. Im Inneren des elastischen Körpers werden 
die Resultate der klassischen Elastizitätstheorie kaum abgeändert. 
,), Die elastischen Grundgleiehungen 
Da wir jetzt mit absoluten Tensoren rechnen, lauten di", Gleichgewichts-
bedingungen: 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00047925
20 Siegfried Kessel 
YiOik= - Xk, 
Yifl~1e - 2 Oie = YIe, 
und die Randbedingungen : 
in V, (72) 
nie okZ = pi (73) 
nie flk Z = qz 
auf dem Teil der Oberfläehe F, dessen Belastungen vorgegeben sind. Setzen 
wir in (72) das Stoffgesetz (69) ein, so erhalten wir die elastischen Grund-
gleiehungen des isotropen Cosserat-Kontinuums: 
G [(1 ..L~') "7 1e '\ik Il i -:--, (1 Cl, ~)Vi YleU" TCleiklYIe<Pz1=-Xi, l '2" 2 1-2J! 
(7-i) 
GU[(l TC~)V/,; <Pi --;- (1 - (2 --;- 2 ca) 7 i V /, ([JI" -
- 20C l (<Pi - ~eilclvkul) =c - 1'1: 
oder ~Ylllboliseh geschrieben: 
G r (1 -:--~) 1 tt..L (1 - Cl ..L~) arad di\' tt -,- Cl rot <151 = l . 2 -. 2' 1 - 2 v. b ' I 
G L2 [(1 --;- (2) .j (j; ..L (1 - (2 + 2 (3) grad dh- fPJ - (75) 
(
' -, 1 
- 2 G Cl </J - 2" rot tt) = - '13. 
Zu diesen 6 gekoppelten partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung treten 
noch hinzu die Randbedingungen (73) auf dem belasteten Teil und 
n i = Il~ . <pi = <P~ (76) 
auf ÜPDl kinpmatiseh festgelegten Teil der Oberfläche F, wie aus dem Prinzip 
r!pr drtuellen Yerrüekungen folgt. 
Da dip elastisehe Energiedichte posith- dpfinit ist, läßt sich die Eindeutigkeit 
(kr Lösungen in einem einfach zusammenhängenden Bereieh beweisen wie in 
der klassi"ehen Elastizitätstheorie. 
Aus den elastischen Grundgleichungen (75) folgt, daß die Divergenz des 
'-erschiebungsfelde,; e = [Ih' u wie in der klassischen Elastizitätstheorie eine 
Potentialfunktion ist: 
J ( = O. (77) 
wenn di\- ::t= I) i,;t. 
Die Din'rgellz de~ Drehnktorfdü"s i = di\' ;p genügt dagegen der Differential-
gh>ichlllli,! 
1 i k~ i - (). (78) 
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6. Die eingesehränkte Cosseratsehe Theorie 
In di~ser Theorie ist die infinitesimale Drehung der orientierten Punkte des 
Kontmuums nicht mehr beliebig, sondern bereits durch die Rotation des 
Verschiebungs feldes festgelegt: 
. 1. 
1P'="2elkl'\!kul. (79) 
Dement~prechend sind die Verdrehungsdeformationen 
rpi == 0 , (80) 
und die diesen Deformationen zugeordneten Spannungen, die Komponenten 
des antisymmetrischen Kraftspannungstensors, werden zu Reaktionsspannun-
gen. 
;\iit den Deformationstensoren : 
E(ik) = V (i 1/k) 
und 
1 
X· k = _ek1m \7. GI U 
1. 2 ' 'v III 
wobei XI~ = 0 ist. erhalten wir aus (64) das lineare Stoffgesetz 
a(ik) = 2G (yi/ykin + 1: 21,(J'k glm)E(I11l) 
f!We) = 2 G L2 gu gkm %(/111), 
!li = G L2 C2 gi/.: Xk , 
mit insgesamt -1 :\Iaterialkonstanten_ 
(81) 
(82) 
(82) 
Die kinematisch eingeschränkte Theorie wurde von Koiter in [8] ausführlich 
dargestellt. Diese Arbeit enthält neben einfachen, erläuternden Beispielen 
i~sbesondere eine eingehende Vntersuchung über die Formulierung dE'f 
kinematischen und statischen Randbedingungen. 
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